Préparation a 1’oral Mines-Ponts - MP

1. I) Soit f de classe C! sur [1,+oo[, & valeurs dans R, vérifiant f(1) =1 et f'(t) =

-
(f(0)* +1*

Montrer que f admet une limite [ < 1+ % en +o0.

IT) Soient A et B non nulles dans .#3(C) telles que A? = B? = 0. Montrer que A et B sont semblables.
Est-ce aussi le cas dans .#4(C)?
Mines-MP

1)

1)

L’expression de f' prouve que f est croissante, donc Vt > 1, f(t) > f(1) d’ou

t
du T
vt > 1, f(t) Sl—i—/l mzl—l—arctant—zzz-kl,

est croissante et majorée donc admet une limite finie | en +o00 et l < E+1.
t te et maj d dmet limat l tl < 1

Soit ua € $(C3). A2 =0 — Im(ua) C ker(ua) donc rgqua <3 — rgua et rqua # 0.

On en déduit 1 < rqua < 3/2 donc rgua =1 et dimkerua = 2.

Soit x ¢ kerua. (ua(z)) est une famille libre de ker ua qu’on peut compléter en une base (ua(x),y)
de kerua et B = (ua(z),y,z) est une base de C.

0 0 1
La matrice de us dans B est T = (O 0 0) et A est semblable a T ; de méme B est semblable
0 0 O

a T donc A et B sont semblables.
En dimension 4, on peut avoir kerua = Imua (et A est de rang 2) et Imup est une droite de
kerup (et B est de rang 3) donc A et B ne sont pas toujours semblables.

2. 1) Soit f défini sur Ry[X] par f(P)(X) = (2X + 1)P(X) + (1 — X*)P'(X).
Déterminer les valeurs et vecteurs propres de f.

+ool

II) Ensemble de définition de f(z) = Z —. Est-elle continue ? En donner des équivalents aux bords
n

n=1

du domaine de définition.

IIT) Soit A une matrice complexe telle que la suite (A?) soit bornée. Montrer que lim

15
=Y A¥=Bon
p—+oo p o

B est un projecteur sur ker(A — I') parallelement & Im(A — I).
Mines-MP

y

1)

On remarque que f(Ro[X]) C Ro[X] (le coefficient de X* est nul) et que f est linéaire.
La solution générale de (E) : (2¢ + 1)u + (1 — 2%)y’ = Ay sur un intervalle de R\ {—1,1} est

2
propre associé, alors la restriction de la fonction polynémiale P d | — 1,1[ par exemple est une

3_>\6Net%€N

x — K exp(

In|l—z|+

In|1+ z|) et si A est une valeur propre de f et P un vecteur

solution non nulle de (E) sur cet intervalle; il est donc nécessaire que

donc A+ 1=2p avecp € N et =2—-p>0doncp=0,10u2etA=-1,10u3.

Réciproquement P = (1 — X)* wvérifie f(P) = —P, P = (1 — X)(1 4+ X) vérifie f(P) = P et
P = (1+ X)? vérifie f(P) =3P donc f admet 3 valeurs propres distinctes —1,1,3 et on a trouvé
une base de chaque sous-espace propre.

Soit uy, = x — —.

f(z) n'existe pas si v < 1.

f est définie et continue sur |1, +oo[. En effet :
— Pour tout n, uy est continue sur |1, +ool.

o

1
— Soit [a,b] un segment de |1,4o00[. ||un] = — est le terme général d’une série convergente,
na

donc Zun converge normalement sur [a,b] (CVN locale)

FEtude en 17 ; on encadre le terme général par des intégrales :
Soit x > 1.

Vn > 2, un(x) < /

n—1 n
oo —+o0
dt dt 1 1 1
— < <1 — e —— < <1+ —— d’ou ~ .
/1 tz_f(x)_ * 1 t* Zex—l_f(x)_ +x—1 Ouf(x)z—>1+x—1
FEtude en 400 ; on utilise le thm de la double limite :
- limu; =1 et Vn > 2, limu, =0,
+oo Foo

n

n+1
1
g et Vn > 1,u,(z) > / & et t — = € L'([1, +o0]) donc

tIE
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1)

2+oo[:i

E uy, converge mormalement sur un voisinage de +oo. En effet, ||un\| 37
n

d’ou lim f = 1.
—+o0
Prouwvons d’abord que E1 = ker(A —I) et E2 = Im(A — I) sont supplémentaires :
Soit x € E1 N E>. Az =z et Jy, x = Ay — y.
1
Ay = y+ax, A%y = y+2x et par récurrence immédiate Vp > 1, APy = y+px ouVp > 1, © = 5
On peut choisir sur My(C) et Mn1(C) des normes N, N’ telles que N'(Mz) < N(M)N'(2) pour
tout (M, z) € Mn(C) x Mn1(C).
Alors Vp > 1, N'(z) < 1(K + 1)N'(y) donc N'(z) =0 et x = 0.

p—1
Soit up = Z AP, 1T suffit d’étudier lim wp,(z) pour = € Ey et pour © € Es.
p o p—-+oo
Soit x € E1. Vp, up(z) =z donec lim wu,(z) = z.
p——+oo
Soitx = Ay—y € Eo ; Vk, A%z = A" y— A%y done Vp, N'(up(x)) = 1N/(Apyfy) < 1(KJrl)N'(y)
p p

donc lim wup(xz)=0.
p—+oo

3. I) Déterminer les solutions développables en série entiere de I’équation 22y + xy + (x2 -1y =0.

(APy—y).

=—f2

II) Trouver f, endomorphisme non nul de E, euclidien de dimension 4, vérifiant : f*4+f = 0,trf = 0, f*
Mines-MP
+oo
I) Soity=zr— Z anz" et R le rayon de convergence.
n=0
—ag = 0
(1) :(y est solution sur]— R, R]) <= ar—a1 =0
Vp>2,p(p—1)ap +pap + ap—2 —ap =0
_ __ (=D*a
donc (1) === Vk (S N, a2k = 0 et a2k+1 = m
2\k
agk“m%ﬂ = 0(%) pour tout x € R donc R = +00 et on a trouvé une infinité de solutions sur
)k 2k+1
R de laformemHalzm
II) X* — X est un polynéme annulateur de f donc sp(f) C {0, — j,—5°}, ie 0,—1,—j,—j> sont
valeurs propres de f d’ordre ko, k_1,k_j,k_;2 ot kx € [0,4] et k,] =k_j2 puzsque l’espace est
réel et ko + k—1 +2k_; = 4.
Deplustrf =0=—k 1+ (—j—jDk_j=—k_ 1+k_j doncko+3k_ 1 =4 etk ; =k 1.
ler cas : ko = k—1 =1 et f a 4 valeurs propres distinctes et pour matrice D = diag(0, —1, —j, sz)
dans une base convenable, or D* # D* donc ce cas est d exclure.
2éme cas : ko = 4 et f admet 0 pour unique valeur propre. Alors xf = X* done f4 =0 (thm de
Cayley-Hamilton) et f =0 donc ce cas est & exclure.
Le probléeme n’a donc aucune solution.
4. T) Soit (ay) une suite décroissante de réels positifs. Pour « € [0,1] et n > 1, on pose u, (x) = apz™(1—2).
Montrer la convergence simple de Zun sur [0, 1].
a
Montrer que Z u,, converge normalement sur [0, 1] si et seulement si Z — converge.
n
Montrer que Z uy, converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si (a,,) converge vers 0.
IT) Montrer que si n est impair, M € .#,(R) telle que *M = —M n’est pas inversible. Etudier le cas n
pair.
Mines-MP
I) Size€]0,1], alors |un(z)| < aoz™ et un(0) =0 donc Zun converge simplement sur [0, 1].
1] _ n ) —a (141 Gn
e |50 Un (n+1 an(1+1/n)™" T e he donc Zun converge normalement sur
[0,1] ssi Z % est une série numérique convergente.
(an) est décroissante minorée par 0 donc admet une limite | > 0.
k . xn+l n+1
Y(x,n) kZuk > kz:lx (1—=x) (I minore les ax, k > n+1) donc Ry (z) > T x(l—m) =lx
>n >n
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done ||Rn||SY > 1 : pour que Zun converge uniformément sur [0,1], il est nécessaire que I = 0.

De méme, V(z,n), Rn(x) = Zuk(m) < Zan+1xk(1 — &) (ant1 majore les ar, k > n+ 1) donc
k>n k>n
1R

mément sur [0, 1].

1 . L .
[OOO’ I< an+1 :liman+1 =1 =0 est une condition suffisante pour que g Un converge unifor-

II) Sin est impair, alors det M = det(*M) = —det M donc M n’est pas inversible.

Sin est pair, M peut étre non inversible (ex : M = 0) ou inversible (ex : M = <_01 (1)))

5. 1) Pour (a,) € R? on pose Q(a,d) = %ln(l +a? — 2acosf).

2T

Etudier lexistence de I(a) = Q(a,0) d pour a € R.

0
On suppose que |a| # 1; trouver une relation entre I(a) et I(a?).
On suppose que |a| < 1; calculer I(a).

On suppose que |a| > 1; trouver une relation entre I(a) et I(1/a) et en déduire la valeur de I(a).
IT) Soient E un espace vectoriel de dimension n, (f1, .

fio

fj = 0ij fi- Montrer que p < n.

n
Dans le cas ou p = n, montrer que Z fi=1d.

i=1

Mines-MP

1)

1)

1+a® —2acosf = (a—e)(a—e ") done si|a| # 1, alors Q(a,.) est continue sur [0,27] donc
I(a) eziste.

Q(L,0) = 1 In(4sin® Q) =In2+1In sing etg:0— —In sing est une fonction a valeurs dans Ry
continue sur 0,27 ; g(0) Kot Inf et g(0) e In(2m — 0) donc I1(1) existe.
— — 27

Pour a = —1, Q(—1, ) n’eziste pas donc Q(—1,.) n'est pas définie sur )0, 2w et [(—1) n’existe pas.
Soit a €] —1,1].

27

Q(a*,0) = 1 In(a*+2a®+1—4a” cos® 0/2)donc I(a®) = A+B ot A = / 1 In(a®4+142acos0/2) df
et B :/ §ln(a2 +1—2acosf/2) db.

0
Q(a,.) est paire et 2w—périodique donc I(a) = 2/ Q(a,.).

0

0

A= —/ In(a® + 1+ 2acosa) da = 2I(a) (6 = 27 — 2a).

B:/ In(a® 4+ 14 2acos o) da = 2I(a) (§ = 2a).
0

On a donc I(a”) = 4I(a).

Par récurrence immédiate, Yk € N, I(a) = 47k1(a2k) et Yk > 0, |a2k\ < |a|; prowvons que I est
bornée sur [—l|al,|al] ; on pourra en déduire que I(a) = 0.

Soit b € [~|al,|al]; V8, b* + 1 — 2bcos§ € [(1 — [b)* (1 + [B))*] C [(1 = |a)? (L + |a])?] et

[In(1 — |a|)] = In > In(1+ |a|) donc |I(b)| < 2x|In(1 — |a])|, d’ot le résultat.
Soit |a| > 1.

1 —|al

2 —
Q(1/a,0) = %m(Lf“OSG) — Q(a,0) — In || donc I(a) = I(1/a) + 27 1na| = 27 1n a].
a
Les f; sont des projecteurs. Prouvons que +i_, Imf; est une somme directe :
P
Soit0 =2 = sz avec Vi, z; = fi(y:) € Imf;.

i=1

p
Vi€ [Lp], fi(2)=0=> fiofily:) = f 0 fi(ys) =, d’oit le résultat.
=1

P
®F_, Imf; est donc un sous-espace de E de dimension Z rgfi > p donc p < n.

i=1
n

Si p = n, alors Z(rgfi — 1) = 0 donc les Imf; sont n droites supplémentaires et les f; sont les
i=1
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n
projecteurs associés a cette décomposition, donc E fi=1Id.

i=1

6. I) Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. On note D(k) la dimension du
noyau de u”.
Enoncer tous les résultats connus sur la suite (D(k)). Montrer qu’elle est concave au sens discret.

Mines-MP

1)

(D(k)) est une suite croissante.

Soit ap = D(k + 1) — D(k). Prouvons que (ax) est décroissante :

Im(u®) est stable par u ; soit v Uendomorphisme de Im(u*) induit par u.

D’aprés le thm du rang, dim Im(u*) = rgu+dimker v ; rqv = dim E—D(k+1), dim Im(u*) = dim E—D(k)
et kerv = keru N Im(u®) donc ay, = dimkerv et (Im(u"))) est décroissante pour Uinclusion, donc

(ar) est une suite décroissante d’entiers.

En particulier, si a, = 0 (ie keru? = keru?™), alors Yk > p, ax = 0 (ie Vk > p, ker u”® = keru” ).

7. 1) Soit f croissante de [0,1] dans [0,1]. Montrer que, s'il existe z € [0,1] et k € N* tels que f*(z) = z,
alors z est un point fixe pour f.
Montrer que f admet un point fixe.
IT) Soit A € GL,(R) telle que *A = A?. Montrer que A* = I,, et que A est orthogonale.
Soit f l'’endomorphisme canoniquement associé & A. Montrer que le noyau de f2 + f + I,, est de
dimension paire et en déduire la forme de f.
Mines-MP

y

1)

Soit x un point fize de f* et y = f(x).

Supposonsy > x :x < f(z) et f est croissante donc f(z) < f2(z), f2(z) < f2(x), ... 7 (2) < fF(2)
donc x < f*(x) ce qui est absurde.

Supposons y < x : de méme, f’C (z) > x ce qui est absurde.

Conclusion : y = x = f(z), x est point fize de f.

Prouvons maintenant que f admet un point fize :

Soit A = {xz € [0,1]/f(z) > x}. A est une partie de R non vide (0 € A) et majorée (par 1) donc
elle admet une borne supérieure M. Prouvons que M est un point fize de f.

Supposons que f(M) < M : Il existe t € A tel que f(M) <t < M et f(t) < f(M) (car f est
croissante) et f(t) >t (cart € A) ce qui est absurde.

Supposons que f(M) > M : f(f(M)) > f(M) (car f est croissante) donc f(M) € A ce qui est
absurde.

On a donc bien f(M)= M.

A= ("A)? donc A= A" soit A(A* — Id) = 0; de plus A est inversible, donc A® = Id.

A® = Id prouve que A® = Ail(:t A) donc A est orthogonale.

spe(A) € {1,4,7°} et A est réelle donc les sous-espaces propres (dans C") associés d j,5° sont
de méme dimension p et conjugués, et ker(A> + A + I) (dans C") est de dimension 2p; mais
si (e1,...,ep) est une base (dans C") de ker(A — jI), et donc (e1,...,€p) une base (dans C") de

ker(A — j°1), alors (e1 ;—el s ooy a-—a ,...) est une famille libre réelle de ker(A® + A+ I) donc le

2
sous-espace réel ker(f> + f + Id) est de dimension 2p.

8. I) Dans le plan affine euclidien usuel, on donne les points A(1,1), B(2,2),C(—3,3) et D(—4,4).
Donner, dans la base canonique, la matrice de la rotation vectorielle qui transforme AB en C'D.
En déduire 'angle et le centrede la rotation qui transforme A en C et B en D.

IT) Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de fonctions définies par f,(z) = (cosz)" sin z.

Méme question pour la série de fonctions Z I
Mines-MP

)

1)

AB = (1,1) et CD = (—1,1) donc CD est limage de AB par la rotation de matrice R = <(1) (1))

(rotation d’angle w/2).

La médiatrice de (A, C) est la droite d’équation —4(x+1)+2(y —2) = 0 et la médiatrice de (B, D)
est la droite d’équation —6(x + 1) + 2(y — 3) = 0 donc leur point d’intersection Q = (—2,0) est le
centre de la rotation cherchée.

Etude de la suite (fp) :

(fn) converge simplement sur R vers 0.

Pour tout n, |fn| est m—périodique et fi = x+— (cos™ " z)((n + 1) cos” & —n) donc
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9.

N2 [ 1 1
[ fulls = fn(arccos 77111) = (1 + 5) T e T d’ot la convergence uniforme
n—-+oo en
de (fn) sur R.

FEtude de la série Z fn :

sin x

Z fn converge simplement sur R de somme S = z — = cotan(z/2) si x ¢ 2nZ, x — 0

1 —cosx
sinon.
S n'est pas continue sur R et Vn, fn € C(R) donc la convergence n’est pas uniforme sur R.

La convergence est uniforme car normale sur tout segment de R\27Z ; en effet, si [a,2mr—a] C]0, 27|,
alors, pour tout n tel que arccos % <a (ien> cotan’a), || fo] 57" = fu(a) qui est le terme
n

général d’une série (géoméirique) convergente.

I) Soient f définie sur [a,b], o = (zo, ..., T,) une subdivision de [a,b] et V(f,0) Z |f(zrtr1 — fz)l

On dit que f est & variation bornée si V(f,o) est majoré indépendamment de o. On note alors
‘qaﬁ]ﬁf) ::SUI)‘/(f,U)-
N . 71' . . o N ..
Montrer, & laide de g(x) = xcos —, qu’une fonction continue n’est pas généralement & variation
x

bornée.
Montrer que si f est de classe C!, elle est & variation bornée et que Viap (f) = |f/(z)] d.

a
Montrer qu’une fonction monotone est a variation bornée et en déduire que la différence de deux
fonctions croissantes est a variation bornée.
Montrer que I'application qui & = associe Vi, ,)(f) est croissante.

IT) Donner une CNS pour qu’une matrice réelle orthogonale soit diagonalisable.
Mines-MP

I) — g peut étre prolongée en une fonction continue sur [0,1] par g(0) = 0. g désigne désormais cette
fonction.
1 1
Soit 0 = (xo,z1 = %...,mgp = 1) la subdivision de [0,1] définie par zo = 0 et x; = DT
pour ¢ = 1..2p.
Vig,o) = |g(0)=g(w1) ..+ (eap1) —g(w2n)| = 55 g =5+l ts — s 5
,o) = —g(x Top—1)—9g(T2p)| = — - — vt | ——=].
g g g\z1 g\T2p—1)—9g(ZT2p 2 2p—1 2p 2p—2 2p—1 1 2
2p—1 2p 1
V (g, — + Z Z T 1 QZ 77 1 —p 400 +00 donc g n'est pas a variation bornée

=1
(AVB) bien que contmue sur [0, 1].
- Soit f € C'([a,b]).

n—1
Pour toute subdivision o, V(f,0) = Z
k=0

Th41 n-l ez b
/ 1< Z/ I :/ |f'| donc f est AVB
Ty k=0 Y Tk a

b
et (1): Vi (f) < / |f'|. Il reste & prouver que (1) est une égalité.

Soit € > 0. |f'| est continue sur le compact [a,b] donc uniformément continue, ie :

I >0, V(tr,t2) € [0, [t1 — to| <= ||f' (1) = |/ (2)]| < e

Soit un tel et o ue subdivision de pas 7.

Pour tout k = 1.n— 1, | f(zr+1 — f(zr)| = (xra1 — zx)|f (k)| 0t ek €]zk, Ty | d’apres Uégalité
des accroissements finis pour la fonction f € C ([xk, Tr+1]) donc

Tr4+1 Tr4+1 , Tr41 ,
’If(wk+1—f(wk)|—/ | = / If(c:c)l—/ Id

<e(b—a).

b
En sommant : ‘V(f, o) —/ L]

b
OnadoncprouvéqueVz—:'>0,EIU,V(f,a)2/ If'| — €& dot Viau(f) = /|f|

— Soit f une fonction monotone croissante. Pour tout o, V(f,o) = f(b) ) donc f est AVB
(et Viap) (f) = f(b) — f(a))-
L’ensemble des fonctions AVB sur [a,b] est un K—espace vectoriel : en effet, si f et g sont AVB
et A € K, alors pour tout o, on a V(Af +g,0) < [AMV(f,0) + V(g,0) < [AViau(f) + Viasi(9)
donc A\f + g est AVB. On en déduit que toute fonction monotone décroissante est AVB ainsi que
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1)

10. I) On donne A= X" - X, B= X" —1; montrer que 'application qui & tout P € C,,_1[X] associe le
reste de la division euclidienne de AP par B est un endomorphisme dont on déterminera le noyau,

toute différence de deux fonctions croissantes.
— On suppose que f est AVB sur [a,b] et soit x € [a,b].
Pour toute permutation o = (a = 2o, ...,x = xy) de [a,z], ¢’ = (a = To, ..., Tn = T, Tpi1 = b) est
une subdivision de [a,b] donc (1) : V(f,0) < Via5)(f) ce qui prouve que f est AVB sur [a,z].
Il existe donc une fonction g = x v+ Vigo)(f) définie sur [a,b].
En reprenant ce qui précéde en remplagant b par uny > x, le résultat (1) devient V(f, ) < Via,y(f)
pour toute permutation o = (a = Xo, ..., T = Tn) de [a,z], donc Vig 21(f) < Via,y(f) ce qui prouve
que g est croissante.
Soit h =g — f.
Prouvons que h est croissante.
Soita <z < y < b. h(y) — h(x) = (9(y) — 9(=)) — ((y) — F(x)).
Soit € > 0 et o une subdivision de [a,z] telle que V(f,0) > g(x) — €. Soit o' la subdivision de
[a,y] obtenue en complétant o par le point y.
V(f,0') = V(£,0) +1f ) — F@)] > 9@) +1F () — F@)| & donc g(y) > g(x) + |1 (y) - f(x)] .
h(y) —h(z) > |f(y) — f(@)] = (f(y) — f(x)) —€ > —¢, et ceci pour tout € > 0, donc h(y) > h(z).
On a donc prouvé que toute fonction AVB est la différence de deux fonctions croissantes.
Prouvons que A est orthogonale et diagonalisable ssi c’est la matrice d’une symétrie orthogonale.
Soit A orthogonale et diagonalisable.
Son spectre complexe est inclus dans {z/|z| = 1} donc il faut que ses seules valeurs propres soient
dans {—1,1} et que son polyndme minimal soit scindé d racines simples, donc que (X +1)(X —1)
soit un multiple de son polynéme minimal. On a alors A? =1 donc A est une matrice de symétrie.
Soit x tel que Az = x et y tel que Ay = —y. ‘zy =" (Az)(—Ay) = —"z("AA)y = —"zy doncz Ly
et il s’agit d’une symétrie orthogonale.
Soit A une matrice de symétrie orthogonale. Elle est diagonalisable (X2 — 1 est annulateur) et
orthogonale (Vx = x1 + x2,y = y1 + yg,t (Az)(Ay) =t (1 — z2)(y1 — y2) =t T1Yy1 4t Tolo =t Ty en

L
utilisant la décomposition E =ker(A —I) ® ker(A+1)).

I'image et les éléments propres.

IT) Soit f une fonction continue, décroissante et intégrable sur R;. Montrer I’existence d’une fonction g

continue telle que g(x + 1) — g(x) = f(z).
Mines-MP

y

1)

Soit f cette application et E = Cp_1[X].
degB = n donc f est bien une application de E dans E.
Soit (P1, Ps, \) € E* x C.
APy = BQp, +[f(P1) et APy = BQp,+f(P2) donc A(AP1+P2) = B(AQp, +Qp, ) +(Af (P1)+f(P2))
et deg(Af(P1) + f(P2)) < degB donc A\f(P1) + f(P2) = f(APL + P2) et f est linéaire.
Recherche des valeurs propres de f :
((1) : X € C est valeur propre de f) <= 3P # 0, B|(AP — AP).
B est scindé d racines simples exp(2tkmw/n), k = 0..n — 1 donc
(1)< 3P #0,Vke [0,n—1], (A= XN)P)(exp(2ikm/n)) = 0.
Si P € E s’annule en n points distincts, alors P =0, donc
(1) <= 3k e [0,n—-17, (A—XN(exp(2ikn/n)) = 1 — exp(2ikw/n) — X = 0, et le polynome
P, = H (X — exp(2ijm/n)) est une solution non nulle dans E de f(P) = A\ P.
j#k el 0<j<n—1
f a donc n valeurs propres simples A\, = 1 — exp(2ikn/n) et les espaces propres associés sont les
droites engendrées par les Py En particulier, pour k = 0, Ao = 0, on trouve le noyau, engendré par
X" =1 s
Pg:ﬁ:X 4+ ..+ X+1.
OrZ1Ex, C Imf et Imf est un sous-espace de dimension n — 1 donc Imf = ®}Z1 Ex, .
VEk # 0, Py(1) = 0 donc ®y_{ E,, est un sous-espace de (X — 1)Cp—2[X], qui est aussi un sous-
espace de dimension n — 1.
Conclusion : Imf = (X — 1)Cp_2[X].
f est décroissante donc admet une limite | en 400 dans RU{—occ}. De plus f € L' (Ry) doncl # 0
est impossible.
Analyse : Soit g une fonction continue telle que Vx € Ry, g(x + 1) — g(z) = f(=).

V(,p) € Ry x N, Y (glw+1+n) —glz+n) =gl +1+p)—glz) =Y f(z+n).
n=0 n=0

t — f(x +1t) est intégrable décroissante sur Ry donc la série Zf(:c + n) est convergente; soit
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11.

12.

S(z) sa somme.

Nécessairement, la suite (g(x + q))qen doit avoir une limite L(x) et il faut que g(x) = L(z) — S(x).
Synthése : Soit g = —S (ie choisissons L =10).

Prouvons que g (ou S) est continue sur Ry :

Soit un(z) = f(x +n).

Vn € N, u, € C(Ry), et |ua||'ST° = f(n) est le TG d’une série convergente, d’ot la continuité
de S.

Prouvons que Vr € Ry, g(x + 1) — g(z) = f(x) :

Soitz € Ry. gz +1) —g(z) =5(x) —Sz+1) = pEToo(f(x) —fle+p+1) = f(z).

g est donc une solution du probléme. Elle n’est pas unique, puisque toute fonction g + cste est
solution.

I) Soient a > 0,b > 0. Etudier la suite (U,,) définie par Uy = a et Up41 = /U, + .

IT) Soit A une matrice inversible de .#;,(C). Montrer que A est triangulaire inférieure si et seulement si,
pour tout k > 2, A¥ est triangulaire inférieure.
Donner un exemple de matrice qui ne soit ni inversible ni triangulaire inférieure, mais dont toutes
les puissances supérieures a 2 soit triangulaires inférieures.

Mines-MP

1)

1)

Soit f =t VE+b.

f est croissante sur Ry etVt € Ry, f(t) >t <= t—Vt—b<0 < t€ [0, ovl= w
£([0,1]) C [0,1] done, si a € [0,1], alors Vn, U, € [0,1] et Vn, Uny1 > Un : (Uyn) est une suite
croissante majorée (par 1) donc elle est convergente et sa limite est un point fize de f (f est
continue sur Ry ) donc cette limite est 1.

De méme, f([l,4+o00[) C [l,4o0[ donc, si a € [l,+00][, alors (Uy,) est décroissante minorée par I,
donc convergente et sa limite est [.

Lemme : Si M et N sont deuz matrices carrées triangulaires supérieures, alors M N est triangulaire
supérieure.
En passant aux transposées, le méme énoncé est vrai pour les matrices triangulaires inférieures.
En effet, si M et N sont triangulaires supérieures, alorsVp € [1,n], E, est stable par M et N,
en notant E, = Vect(e,...,ep), e; étant le i—éme vecteur de la base usuelle de #,,1(C).
Pour toutp € [1,n], E, est donc stable par MN donc M N est triangulaire supérieure. D’od le
lemme.
Supposons A triangulaire inférieure.
Alors toutes les matrices A* k> 1( ou 0) sont triangulaires inférieures.
Supposons que pour tout k > 2, A* soit triangulaire inférieure et que A soit inversible.

n

Soit xa(X) = Z ar X" le polynéme caractéristique de A.
k=0

xa(A) =0 (thm de Cayley-Hamilton) donc Axa(A) = apA + z:akAk+1 =0.

k=1
n

-1
ao # 0 (car A est inversible) donc A = — E arAFT est triangulaire inférieure.
ao
k=1

A= <8 (1)> n’est pas triangulaire inférieure bien que Vk > 2, A* =0 soit triangulaire inférieure.

I) On définit sur [0, 1] la suite de fonctions (P,) par :
1
Py =0, Pyy1(2) = Po(2) + = (2 — (Pa(2))?).

2

Etudier les convergences simple et uniforme de (P,).
IT) Soit A et B réelles, carrées d’ordre n, telles que AB — BA = B. Montrer que B est nilpotente.
Mines-MP

1)

Soit x € 0,1] fixé etf:t»—>t—|—%(x—t2).

f est croissante sur [0,v/x], f([0,vz]) C [0, V=] et Vt € [0,y/x], f(t) >t donc (P.(z) est une suite
croissante, magjorée par \/x, donc convergente, et sa limite est l'unique point fize de f dans [0, /],
ie \/x.

Prouvons que (P,) converge uniformément sur [0,1] de limite | = x — /.

On sait déja que V(z,n), 0 < I(z) — P,(x). On cherche a,b dépendant (éventuellement) de x, mais

pas de n, tels que Vn € N, (IL,) : Vz € [0,1], I(z) — Pn(x) < nL—l—b'
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1)

G“\Q

(Tlo) si et seulement si Vx € [0, 1], \f
D= a

(II,.) est héréditaire ssi ¥n > 0, (II TIir

Supposons (IL,) et x € [0,1].

(@) = Pota(z) <

1 1 a(l — 5l(z))
@)~ Pasa (@) = (1(2) = Pa(@)(1 ~ 5(Pa(a) + @) < (1(2) — Pa(@)(1 — (@) < 2
o a(l — 3i(x)) a , 2
< _Z
Pour que (I1,,) soit héréditaire, il suffit donc que V(z,n), 2 I T soitV(z,n), i)
et b> 0. 5 5
Pourb=—~—1=——=—1eta=bJ/r=2—+/x, on a doncVn €N, (II,,). De plus Vx, b > —1
l(z) N

et a <2 donc Vn > 2, ||l — P,|| %Y < % ce qui prouve la convergence uniforme de (P,) vers |
sur [0,1].

NB : On peut en déduire que la suite de terme général Q,(X) = Pn(X?) converge uniformément
sur [0,1] vers x — |x|; par changement de variable affine et combinaison linéaire de fonctions, que
toute fonction affine par morceaux et continue est limite uniforme d’une suite de polyndémes, puis
le thm de Weierstrass.

Soit (1) : AB¥ — B¥A = kB*.

(o) et (I1x) est héréditaire ; en effet, si (1) pour un k > 0, alors

AB*t — B A = (B*A+ kB*)B — B*"™' A = B¥(AB + kB — BA) d’ou (I;.1).

¢: M — AM — MA définit un endomorphisme de lespace M n(R).

Supposons que Yk € N, B* # 0; alors BF est, pour tout k € N un vecteur propre de ¢ associé d la
valeur propre k, ce qui est absurde puisque Mn »(R) est de dimension finie. B est donc nilpotente.
Rappel : B étant nilpotente, B admet pour unique valeur propre 0, donc xg = (—=X)", et B" =0
(thm de Cayley-Hamilton) : l’ordre de nilpotence est au plus n.

_b—

1<n

019-143

I) Soit A € #,(R) de coefficient a;; défini par a;; = 1 si j < 4, et a;; = 0 sinon. Calculer A* pour
keN.
1 x
II) Soit f continue et de carré intégrable sur RY . On pose g(z) = f/ f() dt.
T Jo
1
Montrer que g(x) = o(—=) au voisinage de 0.
ae g(z) = o 72) 5
Montrer que g? est intégrable sur R, .
+oo +oo
Montrer que fg l'est aussi et que / g (t) dt = 2/ f(t)g(t) dt.
0 0
Mines-MP
I) Soit B € #,(R) de coefficient b;; défini par bi11,; =1 pouri=1..n—1 et sinon b;; = 0.
A=I,+B+B>+..+B" " ¢t B" =0 donc (I, —B)A=1, ie A= (I — B)™" et on cherche
(I, — B)™" pour tout k € N*.
On sait que (I, — B)™" € R[B].
Pourt € R, (1 —t)*(Hy(t) + 0r0(t" ")) = 1 si Hy(t) est la partie réguliére du DL en 0 a Uordre
n—1de(1—t)"F
o (k) (k= 1)~k — i+ 1 kti—1), s=(k+i-1 iy
=143 ) 1+zt=z( e
i=1 1=0
Pourt € R, on a done (1 —)"Hy(t) —1 = 0s0(t" ") or t = (1 —t)"Hy,(t) — 1 est une fonction
polynéme, donc le polynome (1 — X )" Hy(X) —1 doit étre multiple de X™, et en passant dans R[B],
(I, — B)*Hy(B) — I, est dans B™.R[B] donc c’est la matrice nulle.
n—1
On a donc A —Hk(B)—;( ; (-1)'B".
II) On suppose que f est d valeurs dans R.

x T x 1/2
Soit x > 0. f et 1 sont dans L*(]0,x]) donc |/ f1 < (/ 1./ f2) (inégalité de Cauchy-
0 0 0
Schwarz).

f est L*(]0,1]) donc hn}) f =0 et/ f=o0ss0(Vx) et g(z) = 0u0(1/VT).

f est continue sur R’ donc g est C' sur Ry eth:zw— / f est une primitive de f, donc on peut

. , 2 .
intégrer g~ par partie :
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b

Soit [a,b] C RY ; /ang _ [xl}f(m)L/ab %Qh(m)f(x) do = ag®(a)—bg® (b)+2 /abg(x)f(x) d.

[ /b [ /b
Soit A = / g2. A >0, A% < ag’(a) + 24 / f? d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz sur

oo
un segment, donc A® < ag®(a) + 24 / f2.
0

“+ o0
Notons B = / 2. On a alors 0 < A < Ay ot Az est la racine positive de X* —2X B —ag” (a)
\/ 0
ie 0 < A< B+ +/B?+ ag?(a).

b
lin}) agQ(a) = 0 donc, pour tout b fixé, a — / g> est une fonction bornée, donc g° est intégrable
a—

a

b
sur 10, b] et/ g° < (B++/B2+0)* =4B°.
0

b +oo —+o0
b— / g est donc aussi bornée, donc g° est L'(]0, 400[) (et / g <4B* = 4/ ?).
0 0 0

f et g sont LQ(Ri) donc fg est intégrable sur R’y et dans l’intégration par partie, par passage d la
limite quand a — 0, on obtient :

/Ob g° = —bg*(b) + 2/:9(93)1”(%) dz.

Les deux intégrales ont des limites quand b — +oo donc bgz(b) a une limite l € Ry quand b — 4o00.

Sil # 0, alors g2(t) ~ % et g ¢ Ll([l7 +00l), ce qui est absurde, donc I =0 et par passage
t—+oo

+oo +oo
la limite quand b — +o00, on obtient / g’ = 2/ fg.
0 0

I) Soient a € R, ¢ € [-1,1] et f dérivable sur R.
On considere I'équation f'(x) = f(cz) avec f(0) = a.
Résoudre I’équation dans les cas ¢ =1 et ¢ = —1.
On suppose —1 < ¢ < 1; trouver les solutions f. en développant f en série entiere. En déduire la
solution pour ¢ # 0.
IT) Soit A une matrice symétrique réelle et U une matrice orthogonale de méme taille. Comparer tr(AU)
et tr(UA) a trA.
III) Cours : Quelles sont les valeurs propres d’une matrice orthogonale.
Mines-MP

I) Notons (E.): (f'(z) = f(cz) et f(0) = a).

Casc=1:

Analyse : f' = f a pour solution générale f = x — Ke".

Synthése : f =z v+ Ke* est solution de (E1) ssi K = a.

La solution (unique) de (E1) est © — ae”.

Casc=—-1:

Analyse : f7(z) = —f'(—z) = —f(z) et la solution générale de y” = —y est x — K cosz+ Kz sinx.

Synthése : x — K1 cosx+Kasinx est solution de (E_1) ssiVr, —Kisinz+Ka cosx = Ky cosx—Kasinx

et K1 = a donc x +— a(cosx + sinx) est la solution (unique) de (E_1).
Cas —1<c<1:
Prouvons que f est nécessairement développable en série entiére.
Par récurrence immédiate, ¥n € N*, f € C™(R) et Vt, f™(t) = "~ f(c"t).
Soit © > 0. f est continue donc bornée sur le segment [—x,x]; notons M un majorant de |f| sur
[—z, z].
le| < 1 donc ¥n, [—|c|"x,|c|™x] C [~z,x] et pour tout n > 1, f est bornée sur [—x,z] et |¢|* "M
magore | f"| sur [—z, z].

n k k T n
Le reste de Taylor Ry, (z) = f(x)—z % = / fn+1(t)M dt vérifie donc |Ry(z)] < |
_ : 0

n!
donc lim R,(z) =0 et f est dév;loppable en série entiere sur Ry. De méme avec x < 0 donc f
n—-+4oo

admet un développement en série entiére sur R.
On a aussi trouvé que Yn > 1, f(0) = "~ £(0) donc le dévelopement de [ est :
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—+oco

Vz €R, f(a +Z a(l—l—%(z (cz)” —1)):a(1+%(e°w—1)) sic#0.

n!

n=0
II) tr(AU) = tr(UA).
A est diagonalisable par une matrice orthogonale; soit P € O, et D = diag(da,...,d,) telles que
A=PD'P.

tr(AU) = tr(PD'PU) = tr(D*PUP) = tr(DV) = Zdiv“-. V' est orthogonale donc Vi, |vi;| <1 et

k=1
(di,...,dn) est le spectre de A, donc si A est positive, |tr(AU)| < tr(A).

9? 2f  02f

I) Soit ’équation différentielle a—= + b +c¢=—= =0, ol a, b, ¢ sont non tous nuls et f de classe
ox? Oxdy Oy?
C? sur R? & valeurs dans R.
On effectue le changement de variable u = x 4+ ay, v = = + Py avec o # [. Ecrire I"équation
différentielle vérifiée par u et v.
2f an 32f
Montrer que, suivant les valeurs de a,b et ¢, on peut se ramener & —= + —= = 0 ou =0 ou
oxr2  Oy? Oxdy
0% f B
ox?
ITI) On dit que A € .#,(R), de coefficient a;; est & damiers si, pour ¢ 4+ j impair a;; = 0.
Si A est & damiers et inversible, A~ est-elle & damiers ?
Mines-MP
I) Soit 0 = (z,y) = (u,v) = (z + ay,z + By). Puisque on suppose o # 3, ce changement de variable
est linéaire et bijectif, donc c’est un C”—difféomorphisme de R?.
Soit g=foft.
f_09,,0% Py f _ g g 2,0% Of _ P9
ZJ 2 = 2c
527 = 5u2 2500 o 957~ auz 2P 0007 02 Bwoy ~ “auz TP ) +5 5ot
2 2
L’équation donnée équivaut d (E) : (a+ba+ca )g—g (2a+b(a+,8)+2caﬁ) +(a+bB+cs )8
ler cas : b® — dac > 0.
On choisit pour a, B8 les racines (réelles distinctes) de cX?+bX +a.
(E) devient :
2 12 92
(2a+b(=b/c)+2¢c(a/c)) 09 _dac=b 079 _ 0 donc la solution générale est g = (u,v) — A(u)+B(v)

Oudv ¢ Ouldv
ot (A4, B) € (C*(R))? (et f = gob pour l'équation donnée).
2éme cas : b° —4ac = 0.

b

On choisit pour a la racine double de cX* +bX + a, ie o = o0 (E ) devient :
at b=+ )~ 18) 2L 4 (a+18+ )DL = (a+8+ )T =0
2¢ Audv ov? ’

On choisit pour 3 un réelle quelconque distinct de o. La solution genemle est g = (u,v) = vA(u)+B(u)
ot (A, B) € (C*(R))? (et f = g o6 pour l'équation donnée).
3éme cas : b® — 4dac < 0.

a# B
On cherche o, 8 pour que (X) : a+ba+co® =a+bB+ s’
2a +b(a+ ) +2caf =0
ery b, b —2
(¥) = atf= b_2 —b2/c > «, 3 sont les 2 racines distinctes du trinome Z2+EZ+2_TQC.
ac
af = 2¢2
o 4ac — b? L
Son discriminant est —a > 0 d’ou lexistence de a, (.
(F) devient :
8%g 0%
— + —= =0 donc la solution générale est g harmonique.
ou?  0v?

II) Soit (e, ...,en) la base usuelle de My,1 (R) et E1 = Vect((e2r)o<2k<n), B2 = Vect((e2r+1)o<2k+1<n)-
A est a damiers ssi AE, C Es et AE> C Eq.
Si A est inversible, il est nécessaire que dim AE; = dim E1 donc que dim E; = dim Fq ie que n
soit pair. On suppose désormais que n = 2p,p € N*.
Alors, si A est inversible, AEL C Es = E1 C A71E2 et AE; C Eh = Es C A71E1 et les inclusions
sont des égalités puisque Ev, Ea, A" E1, A" Ey sont tous de dimension p, donc si A est a damiers,
alors A" est & damiers.
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I) Soit A un sous-ensemble de R. A quelle condition, nécessaire et suffisante, N4 (P) = sup |P(z)| est-

z€A

elle une norme sur R[X]?

On suppose que c’est le cas et on note A I'application qui, & P € R[X] associe A(P) = P(0). Donner

une CNS pour que A soit continue.

IT) Soit f un endomorphisme de E euclidien tel que ker f = Imf. Montrer que f + f* est un automor-

phisme.
Mines-MP

)

1)

I) Déterminer les extrema de f(x,y) = z* +y* — 2(z — y)

Prouvons que Na est une norme ssi A est borné et infini :
Supposons que A ne soit pas borné; alors Na(P) n’eziste pas si P = X.

Supposons que A = {ax,...,an} est fini; alors Na(P) =0 bien que P # 0 si P = H(X —ag).

La condition est donc nécessaire. =

Supposons A borné et infini.

Tout P € R[X] est borné sur tout segment donc sur A et Na(P) existe.

Y(P,Q,a) € (R[X])? xR, Na(aP) = |a|Na(P) et Na(P+ Q) < Na(P)+ Na(Q).

VP, Na(P) >0 et Nao(P) =0 = P admet une infinité de racines = P =0,

donc N4 est une norme : la condition est suffisante.

Prouvons que X\ est continue ssi 0 est adhérent a A :

Supposons que 0 € A; il existe une suite (un) a termes dans A telle que 0 = limu,. Soit
P € B(0,1); Vn, P(un) < 1 et A(P) = lim P(uy,) (continuité de P en 0) donc [A(P)] < 1. A
est linéaire et bornée sur la boule unité donc continue.

Supposons que 0 ¢ A ; il existe a > 0 tel que AN|—a, a[= 0 et donc b > a tel que A C [—b, —a]U]a, b].
Soit hy, affine par morceauzr et continue de [—b,b] dans R telle que h,(0) = n et h,(t) = 1/2 si

t € [=b,—a]U[a, b] ; d’apres le thm de Stone- Weierstrass, il existe P, € R[X] tel que ||hn—Pn 5" < 1/2.

Yt € A, Py(t) € [0,1] donc P, € B(0,1); Yn, A(Py) = Py(0) > hy(0) —1/2 =n —1/2 : X n’est pas
bornée sur la boule unité (fermée) donc n’est pas continue.

Soit x tel que f(z) + f*(x) = 0. Prouvons que z = 0.

y = f(zx) = f*(—x) € Im(f) N Imf* or Imf* = (ker f)= = (Imf)" donc y = 0.

f(x) = f*(—z) = 0 donc = € ker f Nker f* or ker f* = (Imf)" = (ker f)* donc z = 0.

2 sur R? et donner leur nature.

1) Soit A € ., (R) telle que A*> — A — I,, = 0. Montrer que det A > 0.

ITI) Soit A € ., (R) antisymétrique. Montrer que les valeurs propres de A sont imaginaires pures.

IV) Soit (A, B) € (., (R))? telles que AB = 0. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun.

Mines-MP

1)

1)

f est de classe C* sur R? ; la jacobienne en M = (z,y) est 4(x3 —z+y Y ta— y) et la hessienne

32° —1 1
Hy =4 .
M ( 1 3y2—1>

Les points critiques sont les solutions de x —y = x
A=(0,0),B=(V2,-V2),C = (V2,-V2).

Hp = Hc est de trace 40 et de déterminant 384 donc elle est définie positive et f admet en B et
C' des minima locaux.

Ha nest pas inversible; f(A) = 0, Va, f(z,z) > 0 et f(—z,2) = 22°(2® —4) < 0 si |z| < 2 donc
f n'admet en A ni un maximum ni un minimum.

Voyons si f(B) = f(C) = —8 est un minimum global.

3= fy‘} d’ou :

1
En polaires, f(z,y) = p*(1— 3 sin® 20) — 2p° (1 —sin 20) > p* /2 — 2p° — +o0 quand p — +oo donc

il existe R > 0 tel que VM ¢ B(0, R), f(M) > 0.

f est continue sur R® donc bornée sur le compact K = B(0,R) et la restriction de f d K atteint
son minimum m = f(D) < —8 en un point D € K. Mais VM ¢ K, f(M) > m donc m est aussi
le minimum de f sur R2, et f est de classe C' donc ce minimum est atteint en un point critique,
donc en B et en C.

P = X®_X—1 est annulateur de A et h : t — t*—t—1 est strictement croissante sur]—oo, —v/3/3],

strictement décroissante sur [—/3/3,v/3/3, strictement croissante sur [—v/'3/3, +oo[ et h(—v/3/3) < 0

donc P admet une racine réelle o € [—\/5/3, ~+o0o[ et 2 racines complexes conjuguées 3, 3.
sp(A) C {a, B, B} ie o, B, sont les valeurs propres de A d’ordre ny,n2,n3 avec (n1,na,nz) € N°
et ne = n3 puisque A est réelle.

det A = o™ (BB)™* donc det A > 0.
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18.

19.

III) Soit XA € C une valeur propre de A et V € My, 1(C) un vecteur propre associé.
AV = AV donc AV = AV puisque A est réelle, donc NTVV =tV Ay = V(—AV) = =X'VV, or

VvV = Z log|> > 0 done X = — .
k=1
1V) ler cas : B = 0. Alors tout vecteur propre de A est vecteur propre de B.
2éme cas : B # 0. Alors ImB est un sous-espace de dimension au moins 1 stable par B donc il

contient au moins un vecteur propre v de B; mais v € B C ker A donc v est aussi vecteur propre
de A (associé a 0).

n 1/n
k
I) Donner la limite de la suite de terme général A,, = H (1 + ) .
k=1 "
n
. : : . k
Méme question pour la suite de terme général B,, = H (1 + 2).
k=1 "
IT) Quel est le rang de la forme quadratique ¢ définie sur R™ par ¢(X) = Z xixy?
i
n
Soit E={X € R’ZZQ:%- =letVie [1,n], x; > 0}. Déterminer sup ¢(X).
, XeE
i=1
Mines-MP
I) nA, = 1 Z In(1+4+%k/n) : on reconnait une somme de Riemann sur le segment [0, 1] de la fonction
n
k=1 .
continue t — In(1 +t), d’ot la convergence de la suite (In Ay,) vers / In(1+¢) d=2In2—1 et
0
la convergence de (Ay) vers 4/e.
2
ho:t— In(l+1t) est C* sur] —1,+oo| donc pour t > 0, In(1+1t) =t + R, ot |Ry| < té\'/b,
étant un majorant de |h”| sur [0,t] (inégalité de Taylor). .
. "k 1 n(n+1) 1
On peut choisir My = 1 et il vient : InB,, = Zﬁ + Rijn2 = o R + ?Tn avec
k=1
_n(n+1)2n+1)/6 1 . - . _
| T |*Z2n4 = o " B donc limln B, = 1/2 et lim B, = \/e.
II) La matmce de q dans la base usuelle est Q de terme général q;.; =1 si i # j, qs,i = 0.
(Q+1.)* =n(Q+1I,) donc Q> — (n—2)Q = (n—1)I,, donc sin # 1, alors Q est inversible (donc
1
de rang n) : son inverse est — (Q@—(n-2)I,).
Si X € E, alors ¢(X) = (asl ot xn)’ = (25 + . + 22) =1— N(X)?, N dés nant la norme
euclidienne usuelle. On cherche donc M = sup(1— N (X)) =1— inf (N*(X))=1-d*0,E), ce
XEE XeE
qui assure [’existence de M.
E est inclus dans Uhyperplan affine passant par A = (1/n, ...,1/n) de vecteur normalu = (1,1, ..., )
et VX € E, X = A4+ v avec v L u doncv L A et N*(X) = N*(A) + N*(v) > N*(A) d’ou
-1
d(0,E) = N(A) =+vn/n et M =1—1/n= 2=,
I) Soit des entiers n > 2 et k tels que 1 < k <n—1; décomposer en cycles la permutation de Z/nZ qui

a m associe m + k.

IT) Déterminer I’ensemble des (p, q) € Z x Z tels que 2p + 3¢ soit multiple de 7.
Mines-MP

I) Soit p la permutation étudiée.
Supposons que k An =1.Vz € [0,n—1], 3(a,b) € N>, & = ak + bn = ak mod(n) donc
Vze [0,n—1], 3a €N, T=p*(0) : p est un cycle.
Plus généralement, soit d =k A n.
Y est dans lorbite de T sous p ssi Ja € N, y = x + ak mod(n) ie I(a,bd) € N, y—z = ak + bn.
kZ+nZ = dZ donc g est dans l'orbite de T sous p <= y—x = 0 mod(d) : p est donc la composée
de d cycles de longueur n/d de la forme (Z,p(T),...,p n/d=l(g )) pour x =0..d — 1.

II) 2/A3 =1 donc 2Z + 3Z = Z et l’équation donnée a toujours des solutions.
Soit n € Z. (4n,n) est une solution de 2p 4+ 3¢ = Tn.
(p,q) est une autre solution <= 2(p—4n) =3(n—q) < 2ln—qgieq=n+2m, m € Z et
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p—4n = —3m (thm de Gauss) donc la solution générale de 2p+3q = 0 mod(7) est (4n—3m, n+2m), (n,m) € Z°.
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20.

I) Soit E un espace vectoriel normé, U et V' deux parties de E.
A-t-on toujours UNV =U NV 7?7 Et si, de plus, U est ouvert ?
Montrer que si U est ouvert et que U et V sont denses dans E, alors U NV est dense dans F.

IT) Dans R? euclidien, on considére la conique C,,, d’équation cartésienne X2+Y2+(mX+1)(Y —X) = 0.
Déterminer la valeur du rayon de courbure de C), a I'origine, lorsque cela a un sens ; discuter le genre

de C,, ; par quels points du plan passe-t-il une infinité de coniques de la famille ?

IIT) Soient deux entiers naturels p et ¢ et H une matrice réelle de taille (p,q) et de rang ¢; si p > ¢,
comment construire une matrice J € .#,(R) telle que *JJ =" HH ? Montrer que toutes les matrices

J satisfaisant cela sont inversibles.
Mines-MP

y

1)

(a)

Soit U =]0,1[ et V =]1,2[ dans R. UNV =0 et UNV = {1} donc I’égalité proposée n'est pas
toujours vraie, méme si U et V' sont ouverts.

Supposons U ouvert et dense, V dense, et soit x € E, € > 0. Prouvons que B(z,e) (notée B) coupe
unv.

U est dense donc il existe a € U tel que a € B, et U est ouvert, donc il existe p > 0 tel que
B(a,p) C U.

Soit r = min(p,e — N(a — z)). B(a,7) C U et B(a,r) C B.

V est dense donc il existe (z,) € V' de limite a. Pourn > no, N(a—z,) < 7. Alors zn, € VNB(a,r)
donc zn, € (UNV)NB.

Soit f = (X,Y) = X+ Y + (mX +1)(Y — X).

£(0,0) =0 et grad f(0,0) = (—1,1) donc lorigine O est un point de la conique et la tangente en
ce point est la droite de direction (1,1).

La matrice P = 1/v/2 <i _11> définit le passage vers le repére orthonormé (O, T, N) ou (T, N) est

un repére de Frenet en O. Le développement de Taylor donne alors M(s) = sT + (Rs”/2)N + o(s”)

2y
donc R = lim —-.

s—0 XY
L’équation de Cy, dans ce nouveau repére est :
. R
14y = (m(z1—y1)+v2)(2y1)/2 = 0 ie 1+(17m)y1%+mx1%+%\/§ =0 donc 1+5\/§ =0
i 1T

en passant & la limite donc R = —/2.

1-m m/Z)'

La matrice associée a la partie quadratique de [ est Q = (

m/2 1
detQ = 1—-—m—m?/4 =0 <= m = 2(£V2 1) donc sim = mi = 2(v2 - 1) ou
m = mg = 2(—\/5 — 1), alors Cy est une parabole, éventuellement dégénérée en deuz droites
paralléles.

Sim €]ma,m1], Q a deux valeurs propres non nulles de signes différents, donc Cr, est une hyper-
bole.

Sim ¢ [m2,m1], Q a deuz valeurs propres de méme signe, et Cr, n'est pas vide (O est sur Cp,)
donc Cy, est une ellipse.

2 2 _
Les points communs a toutes les Cy, sont les solutions du systéme { X +Y +Y-X=0

XY -X)=0 v
les points O et A = (—1,0); O est "point double" : toutes les Cr, ont en O la méme tangente.
1
La matrice H est congruente ¢ Hy = . = (Opqu q) € Mpq(R) : il existe P € GLy(R)

(0)
et Q € GLy(R) tels que H = PH1Q.

‘HH =' Q'H{PPH\Q et B ="' H{ PPH, est une matrice carrée symétrique réelle positive de taille
(q,q). En effet, ' XBX = |PH,X||3, ||.|l2 désignant la norme euclidienne usuelle sur ./ 1(R).

Il existe donc une matrice carrée symétrique réelle positive de taille (q,q), C, telle que C*=Bet
alors "HH =" QC?Q ="' (CQ)(CQ) donc J = CQ est une solution du probléme.

Si M est une matrice quelconque de taille (i,3), rgM = rg(* MM) ; en effet :

Soit N =" MM. ker M C ker N.

De plus VX € Mi1(R), NX =0 =" XNX ="' (MX)(MX) = |[MX|5 =0= MX = 0 donc
ker N C ker M.

On en déduit : rgJ = rg(tJJ) = rg(*HH) = rgH donc toutes les solutions J sont de rang q ie
inversibles.

Oral de Mathématiques Mines-Ponts - Mathilde PETIT - 2013

019-150



Préparation a 1’oral Mines-Ponts - MP

21.

I) M = (m;;), matrice complexe dont les seuls coefficients non nuls sont les m,,_; 1, est-elle diagonal-
isable 7 Méme question lorsque le corps de base est R.

IT) Soit (u,) une suite strictement positive telle que

Un+2
Un + Un+41

admette une limite distincte de

étudier la nature de la série E Uy -

5 ;

I1T) Soit f une application de classe C* de R™ dans R™ telle que || f(y) — f(z)| > ||y —z|| pour tout (z,y).
Montrer que f est un difféomorphisme de R sur un ouvert 2.
Montrer que §2 est aussi fermé ; que peut-on en conclure ?

Mines-MP

1)

1)

111)

Sin = 2p,p € N* est pair, alors

2 )
M™ =N = diag(mi,nMn.1, ..., Mp,pt-1Mp1,p, Mp+1,pMp,pt15 - Mo, 1M1 n) |
N = diag(mi,2p+1—kMop+1—k,k, k = 1..2p).
Sin=2p—1,p € N est impair, alors

2 . 2 .
M = N = diag(mi,nMn,1; -, Mp—1,p+1Mp+1,p—15 Mip p, Mp+1,p—1Mp—1,p415 -+ M, 1M1 ) ;
N = diag(mi,2p—kMop—k,k, k = 1.2p — 1).

n
Dans les 2 cas, N est diagonal(isabl)e et det N = Hmiﬂ,m # 0 donc M est inversible. Prou-
i=1
vons que toute matrice M compleze inversible de carré N diagonalisable(dans C) est diagonalisable
(dans C) :

d d
N admet un polynéme annulateur scindé d racines simples P(X) = H(Xfai) ;A= H(MQfoziIn) =0
i=1 i=1
et M? est réguliére donc s’il existei € [ 1,d] tel que a; =0, alors A.M™2 =0 donc on se raméne
au cas ou Vi€ [1,d], oy #0.
Dans C, chaque a; admet 2 racines i, —f; distinctes et 8; = £8; = a; = o5 = © = j donc
d d
A= H(M—ﬂiln)(M—i—BiIn) = 0 prouve que M admet un polynéme annulateur H(X—ﬁi)(X—i—ﬁi)
=1 =1
qui est scindé a racines simples, donc M est diagonalisable.
SurR, M n’est pas toujours diagonalisable : par ex., pourn = 2,mz1 = —1,m12 =1, spc (M) = {—i,}.
Soit | = lim —n*2
Un + Un+1
Casl>1/2 :
Soit a €]1/2,1[ et no tel que Vn > no, _Unt2 5

Un + Un+1 -
On a Vn > no, Unt2 > a(un + Unt1).

Soit la suite (vy,) définie par : Vn < no+ 1, vn, = Un, Y1 > no, Vnt2 = a(vy + Vpt1).

Par récurrence immédiate, (1) : VYn € N, up, > vy.

On peut calculer le terme général de (vn) :

P(r) = 7> — ar — o admet 2 racines réelles distinctes 1 < 0 < ro et P(1) =1—2a < 0 donc rz > 1
et P(—1) =1 donc r1 €] —1,0].

Il existe (A, B) € R? tel que Yn, vn = Ar? + Bry.

(vn) est a termes dans Ry par récurrence immédiate, et si B =0, alors v, ~ Ary qui est le terme

général d’une série alternée, donc nécessairement B # 0 et v, ~ Bry (et B > 0). ng est une

série géométrique divergente, donc Zvn est divergente et d’aprés (1), Zun est divergente.
Casl<1/2:

De méme, on peut définir une suite (vy,) telle que Vn, u, < v, et v, = Arl + Bry ot r1,r2 sont
les racines de P(r) =r° —ar —a avec | < o < 1/2.

Ici, P(1) > 0 donc —1 <11 <0< 712 <1 donc Zr? et Zr? sont convergentes et Zvn, Zun
sont elles aussi convergentes.

Y(z,y) € R, f(z) = f(y) =>x=y :(1): f est injectif.

Prouvons que (2) :Vz € R", df, € GL(R") :

Soit z € R" et h € R"\ {0}. f(z+h) = f(z) + dfz(h)+ o(h)

donc N( dfx(h)) = N(f(z+h) = f(z) —o(h)) = N(f(z + h) — f(z)) — N(o(h)).

Vh # 0, W >1-— NNO(:)) et }13_}1110 NNO(:) =0 donc iig%zgh)) >1 : la norme N’
de df, subordonnée a une norme N sur R™ vérifie N'( dfy) > 1 donc df. est inversible.
D’apres (1) et (2), f induit un difféomorphisme de R™ sur un ouvert Q de R™.
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Prouvons que U = R™ \ Q est ouvert :

Soita €U et g=x € R" = N(f(z) —a).

g est continue sur R™ et minorée (par 0) donc admet une borne inférieure m. Prouvons que m est
Vo € R”, g(z) = N(f(z) - £(0) + £(0) — a) > N(f(z) — £(0)) — N(f(0) — a) > N(x) — g(0).

Soit R =2m + ¢g(0) et K = B(0, R).

m minore g sur K.

Soite > 0. 3z € R", g(x) <m+e.

z ¢ K = g(x) >R—g(0) =2m >m+e dés que e < 1 donc m = i?(fg = n}}ng puisque g est
continue sur K compact. On a donc m = g(b) (avec b € K) et f(b) € Q donc m = g(b) # 0.

Vo € R", N(f(z) —a) > m >0 donc B(a,m/2)NQ =0 ie B(a,m/2) CU.

" est un ouvert-fermé non vide de R" qui est connexe donc Q = R"". Preuve sans connezité :
Supposons que Q@ #R™ et soit be R"\ Q. Q#0 : soitaeQetc:tel0,1]— (1-t)a+tb (un
chemin de a 4 b : connexité par arc).

c¢(0) =a € w donc F = {t € [0,1]/c(t) € Q} est majoré non vide donc admet une borne supérieure
T

F =c"Y(Q) est fermé dans [0,1](c est continue et 0 est fermé) donc T € F.

[0,1]\ F = ¢ "(R"\ Q) est fermé dans [0,1](c est continue et R™ \ Q est fermé) et pour tout n,

T+l > 7 donc 7’+l € [0,1]\ F donc T = lim(T—|—l) € [0,1]\ F ce qui est absurde, d’ou @ = R"™.
n n n
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